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R4sum6

Une theorie micros copique self-consistente est proposee pour certaines transi-
tions oh I'influence de l'agitation thermique est determinante. La mSthode est en 
particulier applicable aux ferroelectriques de type displacif. Une discussion des 
equations obtenues permet d’aboutir h un certain nombre de conclusions gknerales 
au voisinage du point de transition. Les propriktes ainsi trouvees sont conformes 
aux resultats experiment aux.

1. Introduction

DE nombreux changements de phase dans les solides s' accompagnent d' une modification de la 

structure cristalline. la pr6sente theorie ne traite que de ceux oh P influence de P agitation 
thermique est preponderante. L’ existence de transitions de ce type est due k  certaines particu- 
larites de P interaction interatomique qui invalident tout traitement de perturbation.* L* ex-
perience montre qu’ au voisinage de la transition, il existe des phonons dont la duree de vie 

est grande, et que leurs courbes de dispersion presentent de fortes variations avec la tempera-

ture [l-4]. Ces faits nous ont conduits a adopter une methode self-consistente qui, partant 

d* un potentiel fortement anharmonique lui substitue un potentiel harmonique effectif qui tient 

compte implicitement de 1'agitation thermique.

La structure cristalline est caracterisee par des paramhtres qui varient avec la tempera-

ture. Un exemple simple est celui ou il h' existe qu' un seul paramfetre representant un deplace-

ment relatif de deux sous-reseaux. Ce type de modification de la structure cristalline est 

fondamental pour une certaine classe de ferroelectriques. Dans ce cas particulier les notions 

evoquees plus haut se traduisent de la fapon suivante. Supposons un cristal ou les atomes A et 
les atomes B occupent les noeuds de deux reseaux de Bravais identiques. Pour qu’ a basse tempe-

rature la structure n'ait pas de centre de symetrie, il suffit que le potentiel exerce par 

P ensemble des atomes A sur un atome B soit un potentiel a plusieurs puits (Pig. 1). A tempera-

ture finie, P  agitation thermique cree un potentiel raoyen qui, compte tenu du deplacement rela-

tif des deux sous-reseaux, est dissymetrique (Pig. 2). Nous montrerons comment la connaissance 

de ce potentiel moyen suffit a determiner la position moyenne des atomes et la dynamique du 

reseau.

* Nous nous placerons dans les conditions de validite de 1' approximation adiabatique et nous 

supposerons les atomes ponctuels.

Physics Vol. 1, No. 4, pp. 219-228, 1965. Physics Publishing Co. Printed in Great Britain.

219



220 THEORIE MICROSCOPIQOE DES TRANSITIONS Vol.1, No. 4

FIGURE 1

FIGURE 2

2. Les Equations G^n^rales et Leur Interpretation

Nous icrirons les Equations g4n4rales en supposant pour simplifier qu’il n’existe qu'un seul 

param&tre q, la generalisation au cas de plusieurs paramfetres etant immediate. Nous decrirons 

le systfeme par un hamiltonien effectif de la forme:



t est 1' fenergie cinfetique, xW est le (^placement du iCBC atorae k partir de sa position moyenne 
k la temperature considferfee, position dfeterminfee par V(T) (Pig. 2) < V > est la moyenne thenni- 
que du potentiel calculfee avec la matrice density correspondant k l9hamiltonien effect!f Jf. 
Enfin = < {xi - x.)^ (%i - *.)v > L* hamiltonien fetant suppose bien decrire la dynamique 

du systfeme, 1' addition de E Q assure que 1' energie a la valeur correcte.

Nous obtiendrons les equations de self-consistence en minimisant F  energie libre F  du 
systfeme par rapport aux paramfetres variationnels qui sont ici r\, C4Y et a ^ .  Notons que le 
nombre de paramfetres indfependants (ou o W )  est rfeduit par 1' invariance par translation.
L’ fenergie libre F  est donnee par:
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oil F h est Fenergie libre correspondant k F  hamiltonien

Les seuls paramfetres variationnels qui interviennent dans F  expression de F^ sont les C W  

car F h n’ est fonction que des frequences du systfeme harmonique dfecrit par

Les coordonnfees de dfeplacement des atomes fetant repferfees k partir de leurs positions 
moyennes, < V >  est fonction de Ainsi dans F  exemple du dfeplacement relatif de deux sous- 

rfeseaux, < V > ou m et a dfesignent deux atomes d' espfeces diffferentes, s'fecrit:

(voir Pig. 2). Les seuls autres paramfetres qui interviennent dans F  expression de < V > sont 
les <y4Y, ceci est une proprifetfe des systfemes d'oscillateurs harmoniques valable pour un 

potentiel de paires qui sera dfemontrfee plus loin.

la minimisation de F  par rapport aux paramfetres variationnels donne les Equations suivantes:

(1)

(2)

(3)

N  est le nombre de mailles felfementaires.

Ce systfeme contient autant d*Equations que d*inconnues. L* equation (1) exprime que la posi 

tion moyenne d*un atome, dfeterminfee par r\(T), est k un minimum du potentiel moyen (Pig* 2)*

L' Aquation (2) traduit une proprifetfe gfenferale des systfemes d' oscillateurs harmoniques. L'equa-

tion (3) permet d’ interpreter le sens physique des paramfetres self-consistents C^V. Supposons 

pour simplifier que le potentiel d* interaction entre deux atomes V^j soit une integrale de



Fourier, bien que les propri6t6s qui vont etre etablies n'exigent nullement cette restriction*
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II est bien connu que pour un syst&ne d*oscillateurs harmoniques.

ce qui d^montre d6j& comme nous r  avions annonc£ plus haut, qu'& l9 exception de r\9 les sont 

les seuls paramfetres qui apparaissent dans r  expression de < V,>. Par ailleurs:

d'oil

Liquation (3) montre ainsi que le coefficient CWY est la moyenne thermique d* une d6riv6e 

seconde du potentiel; dans r  approximation classique d' un potentiel harmonique, ce meme co-

efficient se r£duit k une constante ind^pendante de la temperature*

3. Analyse Qua li tat ire des Propri£t£s Physiques au Voisinage de la
Transition

les equations gen£rales que nous venons d’ 4tablir permettent d'^tudier divers types de tran-

sition* Illustrons ces equations et les consequences les plus simples qu' on peut en tirer sur 

l'exemple de d^placement relatif de deux sous-r6seaux. Le potentiel V comprend les interactions 
A A, B B  et A B  qui sont de la forme:

les indices m, n d£signent les atomes A et les indices a|3, les atomes B. Les Q  repferent les 
noeuds des deux sous-r£seaux en 1’ absence du d£placement relatif (Fig. 2). L’Equation (1)

* En effet ces proprietes peuvent aussi s'etablir comme consequence du fait que la densite de 

probabilite d’un systeme d* oscillateurs harmoniques est gaussienne. La moyenne < V. . > peut 
s’ ecrire lJ

ou M est V inverse de la matrice des oW.
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s’ ecrit ici

(4)

et on a

(5)

Ces equations ne font intervenir que les derivees premieres et secondes des potentiels moyens 

du type < Vm(X >.

La connaissance de F h exige celle des frequences de phonons de 1*hamiltonjen dont les 

carr£s sont les valeurs propres de la matrice dynamique correspondante.

Liquation aux frequences s'ecrit:

ou

f ll(q), r22(g) et C l2(q) sont des matrices 3 x 3  dont les elements sont definis par:

ou I

I est la matrice unite 3 x 3 .

3 .1 .  Anomalies de comportement des frequences optiques 

(a) Pour g, = 0 la matrice M  prend la forme suivante:
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il est facile d’en d6duire que les carr£s des frequences optiques k q = 0 sont les valeurs 
propres de la matrice ^

D’ aprfes 1' expression (5) des coefficients on voit que les carr£s des frequences optiques 

pour 7=0  sont proportionnels aux valeurs propres du hessien de < V A B >  considere comme 

fonction de r|.

Si la transition est du deuxifeme ordre, rj(T) tend vers zero continument. Supposons pour 

simplifier que r\(T) soit dirige suivant un axe de symetrie. Le potentiel moyen < V A B >  
considere comme fonction du paramfetre rj a, suivant cette direction, P  allure representee sur 

la Pig. 2, mais sa dissymetrie disparait quand rj(T) s’ annule. On voit done, r\(T) etant toujours 
k un minimum de ce potentiel, que les trois extremums de ce dernier doivent se confondre k la

FIGURE 3

transition (Pig. 3). La condition pour que liquation (4) ait une racine double (qui sera auto- 
matiquement triple) s’ ecrit:

(6)

(il s’agit de la derivee seconde suivant la direction de t](D). Comme r](T) est dirige suivant 
un axe de symetrie, 1’ equation (6) entraine que le hessien^ de < > a une valeur propre nulle.
Nous venons de demontrer qu' k la transition, au moins une frequence optique pour q = 0 doit 
s’annuler. L' annulation d’une valeur propre d'un hessien est d’ailleurs un critfer? bien connu 
de limite de stabilite [5-8].

(b) La dependance en |q| pour £  Petit de la branche optique singulifere tend vers une depen- 

dance lineaire au voisinage de la transition. A la temperature de transition elle est rigoure- 

usement lineaire (Pig. 4). En effet les carres des frequences, qui sont les valeurs propres de



la matrice dynamique, ont pour £ petit un d^veloppement en puissances paires de 7, de la forme:
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II s'ensuit que quand w0 s'annule, co depend linfeirement de I7I dans une direction donn£e.

FIGURE 4

Une pente nulle pour la branche optique singuli&re est done exclue k la temperature de tran-
sition. Cette conclusion est conforme aux rfeultats experimentaux [4]. Les calculs effectu£s 
par Cochran [8] donnent une pente nulle pour la branche optique singulifere, k la temperature de 
transition. Ce resultat insatisfaisant est peut-etre du au caractfcre non self-consistent des 

conditions qu’ il impose k la matrice dynamique.

Notons que la dependance lineaire en I7I de la branche optique singulifcre k la transition ne 
modifie pas son caractfere de vibration d' un sous-reseau k r  autre.

3.2. Anomalies de comportement des frequences acoustiques

Un fait essentiel k souligner est que Tannulation d'une frequence optique s' accompagne d'une 
forte decroissance de la pente d'une branche acoustique (anomalies de constantes eiastiques).

Prenons le vecteur q dirige suivant 1'axe de symetrie qui porte *\(T)> Que nous choisirons 

comme axe Ox de coordonnees. Dans ce cas la matrice dynamique admet un vecteur propre de corapo- 
santes

qui correspond k une vibration longitudinale. Pour une telle vibration on trouve deux 
frequences, Pune acoustique, l9 autre optique, qui sont les valeurs propres de la matrice 2 x 2  

suivante:



En r  absence d' interaction entre les sous-reseaux A et B, on obtiendrait les deux frequences 

acoustiques des deux sous-r^seaux consid£r£s comme £tant seuls, donn^es par:
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En presence de 1’ interaction, liquation aux frequences s' ecrit:

On a vu qu* k la transition Cj2(0) = 0; les deux frequences sont done donn^es par:

(7)

Elies s’annulent bien toutes les deux pour q = 0.

Dans le cas extreme d'une interaction A B  limit4e aux premiers voisins, et k la transition, 
C “ ( 0  est proportionnel k Cj2(0) lorsque q est dirig£ suivant 1'axe de symfrtrie. Les deux 

frequences donnees par (7) se r^duisent done dans ce cas k et Dans les conditions parti- 

culifcres envisages, et pour cette direction de q, les deux sous-reseaux A et B  se comportent 
comme s' ils £taient parfaitement d£coupl£s. ~

FIGURE 5

En g£n£ral C 12(q) n*est pas proportionnel k done d*aprfes (7) 1'une des frequences

w i est superieure a Q l et V  autre cd2 inf^rieure k Q2 (en appelant Qj la plus grande des deux 

frequences Q 1 et Q2) (Fig. 5). lorsque Cj2(0) tend vers zero, on voit par continuite que Wj 

represente la branche optique singulifcre et co2 la branche acoustique. On a montre que g>2 ^  Q2; 

or Q2 est une frequence anormalement basse car elle ne fait intervenir que des interactions du 

type A A ou B B  qui sont des interactions de seconds voisins; la pente de la branche acoustique 

co2 est done anormalement basse. In. theorie permet done de rendre compte des anomalies de con- 

stantes eiastiques constatees experimentalement [9-10,4]. Elies ne sont pas accidentelles comme 
le suggfere Cowley [4].



3 .3 .  Generalisation des resultats precedents

Les conclusions de 1’ analyse pr6c£dente sont ind^pendantes de 1'exetnple particulier gui nous 

a servi d*illustration. Dans le cas general la position moyenne de l’atome i est rep6r£e par 

R. + ti Liquation (1) est reraplacee par les Equations:
r * jl  +11
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(8)

Au voisinage d* une transition du deuxifeme ordre les vft tendent vers zero et < V > peut etre 
d6velopp£ en puissance de ces param&tres. Le developpement limits au deuxi&me ordre s'6crit:

L' indice 0 correspond k tous les vft nuls c' est-i-dire k la transition* Or d' aprfes ce que 
nous avons demontr^ plus haut

Etant donne la forme de l9hamiltonien j?h, les Equations du mouvement s' 6crivent

(9)

tandis que les Equations (8) s' ̂ crivent

(1 0 )

on voit done que le systfeme d*Equations (10) est formellement identique aux Equations du mouve- 

ment (9) oh la frequence serait nulle. Cette constatation entraine deux resultats:

(1) Les deplacements r|i lors d* une transition du deuxifeme ordre correspondent obligatoire- 

ment k un mode de vibration possible.

(2) Ib. frequence correspondent k ce mode doit etre nulle.

Les modes acoustiques k q = 0 correspondent k une translation d' ensemble du r^seau. Si on 

veut que le r&seau subisse k la transition une deformation non triviale, il faut done qu'une 

frequence non nulle tende vers zero k la transition.

II pourrait arriver que plusieurs frequences tendent vers zero k la transition. Dans ce cas, 
les deplacements r\̂  peuvent etre une superposition des modes correspondents.

Dans 1' exemple simple que nous avons traite plus haut le deplacement relatif q correspondait 

k un mode optique k q = 0 et ceci entrainait que la frequence correspondante s' annulait. Dans 

le cas particulier off interviennent des interactions coulombiennes et lorsque le cristal dans 

la phase paraeiectrique a une symetrie cubique, 1' equation div JP = 0 entraine div - 0.



mode optique dont la frequence s' annule est done transversal dans ce cas.

Dans 1' exemple des deux sous-r6seaux on peut imaginer que lorsqu’ on vient de la phase para- 

electrique une frequence en bout de zone tende vers z£ro. Dans ce cas on obtient un exemple 

simple de structure antiferroelectrique oil un des sous-r^seaux est fixe et oil deux atomes cons6- 

cutifs, dans une direction donnee, de 1' autre sous-r£seau se d^placent T u n  de r\ et T  autre de 
—r| (cette deformation correspond bien k un mode de vibration en bout de zone d* un r£seau biato- 
mique).

Si la frequence qui tend vers zero correspond k un vecteur q quelconque, on peut obtenir des 

structures ou la deformation est d* un type sinusoidal. Une telle phase a £t£ r£cemment raise en 

Evidence dans Na N02 [ll].

Nous poursuivons 1'etude de notre methode en vue de son application a une description plus 

detailiee de cas concrets.
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